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考试时间：45分钟    出题⼈： 李世豪


1. 如果矩阵 与矩阵 相似，则 的值为多少？


解：因为这两个矩阵相似，则它们有相同的迹和⾏列式。因此根据它们有相同的迹我们可以

知道 。根据它们有相同的⾏列式，我们可以知道


，


且 ，因此 。故




2. 若⼆次型 正定，则 的取值范围为多少？


解：需要先将⼆次型对应的对称矩阵写出。根据⼆次型对应的对称矩阵形式，我们知道该⼆

次型对应的对称矩阵为 。因此根据霍尔维茨定理，可以知道该对称矩阵正定当

且仅当它的各阶顺序主⼦式都⼤于0。容易知道，其⼀阶、⼆阶顺序主⼦式均⼤于0。如果它
的三阶顺序主⼦式⼤于0，这等价于它对应的⾏列式⼤于0。因为





因此⼆次型正定当且仅当 


3. ⽤正交变换将下述⼆次型


                        


1 0 0 0
1 2 0 4
1 2 3 4
1 0 0 x

3 2 0 0
1 2 0 0
0 0 4 y
0 0 1 1

x y

x = 4

det

1 0 0 0
1 2 0 4
1 2 3 4
1 0 0 4

= det (
2 0 4
2 3 4
0 0 4) = 24

det

3 2 0 0
1 2 0 0
0 0 4 y
0 0 1 1

= det (3 2
1 2) det (4 y

1 1) = 4(4 − y) y = − 2

x y = − 8.

(x1, x2, x3)(
1 2 4
0 2 2
0 0 k)

x1
x2
x3

k

(
1 1 2
1 2 1
2 1 k)

det (
1 1 2
1 2 1
2 1 k) = det (

1 1 2
0 1 −1
0 −1 k − 4) = k − 5,

k > 5.

f (x1, x2, x3) = x2
1 + 4x1x2 + 8x1x3 + 4x 2

2 − 4x2x3 + x2
3



化为标准形，并写出其所⽤的正交变换。


解：将其对应的矩阵写出，有


,


因此我们需要写出其对应的正交相似对⻆化。注意到





其⾏列式等于 ，因此有特征值 .


因此接下来计算 所对应的特征向量。注意到 ，故

其对应的特征向量为 ， 。将其正交化，可以得到正交基底


. 


再将其进⾏单位化，有标准正交的特征向量


.


另⼀⽅⾯，对于 所对应的特征向量。注意到


,


故其对应的特征向量为 ，将其进⾏单位化，有 。因此


.


记 ，则 。因此⼆次型


                                    


记 ，则标准型为 .


4. 已知 是 阶实对称矩阵， 是 的 个特征值， 是 维

列向量。证明：当向量的⻓度 时，有 .


A = (
1 2 4
2 4 −2
4 −2 1 )

det(λE − A) = det
λ − 1 −2 −4
−2 λ − 4 2
−4 2 λ − 1

= − det
−2 λ − 4 2

λ − 1 −2 −4
−4 2 λ − 1

= − det
−2 λ − 4 2
0 −2 + 1

2 (λ − 1)(λ − 4) −4 + (λ − 1)
0 2 − 2(λ − 4) λ − 5

−(λ + 4)(λ − 5)2 λ1 = λ2 = 5,λ3 = − 4

λ1 = λ2 = 5 5E − A = (
4 −2 −4

−2 1 2
−4 2 4 )

α1 = (1,0,1)′￼ α2 = (1,2,0)′￼

β1 = (1,0,1)′￼, β2 = (
1
2

,2, −
1
2

)′￼

β̃1 =
2

2
(1,0,1)′￼, β̃2 =

2
3

(
1
2

,2, −
1
2

)′￼

λ3 = − 4

−4E − A =
−5 −2 −4
−2 −8 2
−4 2 −5

→ (
−1 −4 1
−2 −8 2
−4 2 −5) → (

−1 −4 1
0 2 −1
0 0 0 )

β3 = (−2,1,2)′￼ β̃3 =
1
3

(−2,1,2)′￼

A(β̃1, β̃2, β̃3) = (β̃1, β̃2, β̃3)diag(5,5, − 4)

P = (β̃1, β̃2, β̃3)⊤ A = P⊤diag(5,5, − 4)P

f (X ) = X⊤AX = X⊤P⊤diag(5,5, − 4)PX .

Y = PX 5y2
1 + 5y2

2 − 4y2
3

A n λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn A n x = (x1, ⋯, xn)⊤ n
| |x | | = x2

1 + x 2
2 + ⋯ + x2

n = 1 λ1 ≤ x⊤Ax ≤ λn



证明：因为 是 阶实对称矩阵，故 可正交相似于对⻆阵。因此存在正交矩阵 ，使得

，即 . 此时⼆次型  


                                    .


令 ，则⼆次型 . 更多的，因为 是正交矩阵，因此

。此时注意到 ，因此⼆次型满⾜关系


,


以及


.


5. 任意3维实列向量均可由向量组 , ， 线性表

出，则 应该满⾜什么样的条件？


解：事实上，我们仅需要求 构成3维实列向量的基底即可。因此仅需 线

性⽆关，此时， 即可。因为


,


因此 当且仅当 .


6. 设 是3阶矩阵， 是 的特征值，其特征向量分别为 ，且 .


（1）证明： 线性⽆关；


（2）令 ，求 。


证明：（1）假设 . 因为 是属于特征值 的特征向量，因

此有 ， ，因此对上式作⽤ ，我们有


.


对此式⼦再作⽤ ，我们有 ，因此和第⼀个式⼦⽐较可

知， 。因为 是 的特征向量，因此 ，由此可知 。再将其带回上⾯
的式⼦可以知道


,


因此⽤同样的⽅式可以说明 ，因此 线性⽆关。


（2）因为 ，因此 .


A n A P
PAP⊤ = diag(λ1, ⋯, λn) A = P⊤diag(λ1, ⋯, λn)P

x⊤Ax = (PX )⊤diag(λ1, ⋯, λn)PX

y = Px x⊤Ax = λ1y2
1 + ⋯ + λny2

n P
| |y | | = | |Px | | = | |x | | λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn

x⊤Ax = λ1y2
1 + ⋯ + λny2

n ≤ λn(y2
1 + ⋯ + y2

n ) = λn

x⊤Ax = λ1y2
1 + ⋯ + λny2

n ≥ λ1(y2
1 + ⋯ + y2

n ) = λ1

α1 = (1,0,1)⊤ α2 = (1, − 2,3)⊤ α3 = (t,1,2)⊤

t

α1, α2, α3 α1 . α2, α3
det(α1 . α2, α3) ≠ 0

det(α1 . α2, α3) = det (
1 1 t
0 −2 1
1 3 2) = det (

1 1 t
0 −2 1
0 2 2 − t) = 2t − 6

det(α1 . α2, α3) ≠ 0 t ≠ 3

A 1, − 1 A α1, α2 Aα3 = α1 + α3

α1, α2, α3

P = [α1, α2, α3] P−1AP

k1α1 + k2α2 + k3α3 = 0 α1, α2 1, − 1
Aα1 = α1 Aα2 = − α2 A

(k1 + k3)α1 − k2α2 + k3α3 = 0

A (k1 + 2k3)α1 + k2α2 + k3α3 = 0
2k3α1 = 0 α1 A α1 ≠ 0 k3 = 0

k1α1 + k2α2 = 0, k1α1 − k2α2 = 0

k1 = k2 = 0 α1, α2, α3

A[α1, α2, α3] = [α1, α2, α3](
1 0 1
0 −1 0
0 0 1) P−1AP = (

1 0 1
0 −1 0
0 0 1)




