
《线性代数》第三次小测

出题人：李世豪 小测时间：45 分钟

1. 如果一个矩阵可以相似到对角阵，则称这个矩阵可对角化。

(a) 试写出一个矩阵相似到对角阵的过程；

(b) 设 A =

 −4 2 1

2 0 −3

1 −3 1

，求可逆矩阵 P 和对角阵 Λ，使得 P−1AP = Λ.

解：

(a) 矩阵相似到对角阵的过程如下：
• 第一步：求出矩阵 A 的特征值 λ1, · · · , λn；

• 第二步：求出每个特征值 λi 所对应的特征向量 ξi;
• 第三步：将特征值与特征向量排列，有

A(ξ1, ξ2, · · · , ξn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)


λ1

λ2

. . .
λn

 ,

令 P = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)，Λ =


λ1

λ2

. . .
λn

, 则 P−1AP = Λ.

(b) 第一步：先求出 A 的特征值。因为

det(λI − A) = det

 λ+ 4 −2 −1

−2 λ 3

−1 3 λ− 1

 = det

 λ+ 4 −2 −1

0 λ− 6 −2λ+ 5

−1 3 λ− 1


= (λ+ 4)(λ2 − 7λ+ 6− 3(−2λ+ 5))− (−2(−2λ+ 5) + λ− 6)

= (λ+ 4)(λ2 − λ− 9)− (5λ− 16) = λ3 + 3λ2 − 18λ− 20

= (λ+ 1)(λ2 + 2λ− 20),
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所以特征值为 λ1 = −1, λ2 = −1 +
√
21, λ3 = −1−

√
21;

第二步求出对应的特征向量。注意到

A+ I =

 −3 2 1

2 1 −3

1 −3 2

→

 1 −3 2

2 1 −3

−3 2 1


→

 1 −3 2

0 7 −7

0 −7 7

→

 1 −3 2

0 1 −1

0 0 0

 ,

所以 λ = 1 所对应的特征向量为 ξ1 =

 1

1

1

；又由于 λ = −1 +
√
21

时，特征向量为 ξ2 =


−5+

√
21

4
1−

√
21

4

1

，λ = −1 −
√
21 时，特征向量为

ξ3 =


−5+

√
21

4
1+

√
21

4

1

，所以

P = (ξ1, ξ2, ξ3) =

 1 −5+
√
21

4
−5+

√
21

4

1 1−
√
21

4
1+

√
21

4

1 1 1

 , Λ =

 −1 0 0

0 −1 +
√
21 0

0 0 −1−
√
21

 .

2. 设 A 为 3 阶实对称矩阵，A 的秩为 2，且

A

 1 1

1 −1

0 0

 =

 1 −1

1 1

0 0

 .

(a) 求 A 的所有特征值和特征向量；

(b) 求矩阵 A.

解：

(a) 因为

A

 1

1

0

 =

 1

1

0

 , A

 1

−1

0

 = −

 1

−1

0

 ,
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所以 λ1 = 1 和 λ2 = −1 是 A 的两个特征值，ξ1 =

 1

1

0

 和 ξ2 =

 1

−1

0

 是对应的特征向量。更多的，因为 r(A) = 2，所以 0 也是 A

的特征值，且由于 A 是实对称矩阵，所以属于特征值 0 的特征向量与
ξ1 和 ξ2 正交。令 ξ3 = (x1, x2, x3)，则

x1 + x2 = 0,

−x1 + x2 = 0.

可以求出属于 0 的特征向量为 ξ3 =

 0

0

1

。
(b) 由第一问可知，

A(ξ1, ξ2, ξ3) = (ξ1, ξ2, ξ3)

 1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 �

所以1

A =

 1 1 0

1 −1 0

0 0 1


 1 0 0

0 −1 0

0 0 0


 1 1 0

1 −1 0

0 0 1


−1

=

 1 1 0

1 −1 0

0 0 1


 1 0 0

0 −1 0

0 0 0




1
2

1
2

0

−1
2

1
2

0

0 0 1


=

 0 1 0

1 0 0

0 0 0


3. 设 n 阶方阵 A 满足 A = A2。

(a) 求出 A 的所有特征值；

1当然，这里也可以利用正交相似对角化，此时利用正交矩阵可以避免计算矩阵的逆，但是因为

正交化也需要计算过程，所以这两者的复杂度是相同的。
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(b) 证明 A 可对角化;

(c) 如果 r(A) = r，证明 A 可以相似于

(
Ir 0

0 0

)
。

解：

i. 设 A 的特征值是 λ, α 是对应的特征向量，则 Aα = λα。对式子

A = A2 两边同时作用 α，有 (λ−λ2)α = 0。因为特征向量非零，所

以 λ(λ− 1) = 0，即 A 的特征值一定是 0 或 1；

ii. 证明 A 可对角化，即可证明 A 有 n 个线性无关的特征向量。由

于 A = A2，所以 A(A − I) = 0，所以 r(A) + r(A − I) = n。由

于 A 属于特征值 0 的线性无关的特征向量有 n − r(A) 个，属于

特征值 1 的线性无关特征向量有 n − r(A − I) 个，所以 A 共有

n− r(A) + n− r(A− I) = n 个线性无关特征向量。所以 A 可以对

角化。

iii. 因为 A 可以对角化，且 A 的特征值为 0 和 1，所以 A 一定可以相

似于

(
Ik 0

0 0

)
。因此证明证明 A 可相似于

(
Ir 0

0 0

)
只需证明

A 的特征值 1 具有 r 重。由于相似关系不改变矩阵的秩 (因为可逆
矩阵的乘法不改变矩阵的秩)，所以从 r(A) = r 可知 A属于 1的特

征值一定是 r 重2。

4. 基础解系可以用来刻画齐次线性方程组的解。

(a) 试写出基础解系的性质（或者解释为什么基础解系可以用来刻画齐次线
性方程组的解）；

(b) 设向量 α1, α2, α3 是齐次线性方程组 AX = 0 的基础解系，证明：α1 +

α2 + α3, α1 + 9α2 + 16α3, α1 − 3α2 − 4α3 也是 AX = 0 的基础解系。

解：

(a) 基础解系是解空间中的一组基，它们是线性无关的，且可以线性表示出
齐次线性方程组的所有解。

(b) 因为 α1, α2, α3 是 AX = 0 的基础解系，这说明 AX = 0 的解空间是 3

维的。因此，我们验证 α1 + α2 + α3, α1 + 9α2 + 16α3, α1 − 3α2 − 4α3 也

2另外一种证明方式：由于 r(A) = r，所以属于 0 的线性无关的特征向量为 n− r 个，所以属于

1 的线性无关特征向量为 n− (n− r) = r 个。又由于可对角化，所以 A 的特征值为 1 的重数与线
性无关特征向量个数相同。
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是基础解系，只需要证明这三个向量是线性无关的解即可3。假设

k1(α1 + α2 + α3) + k2(α1 + 9α2 + 16α3) + k3(α1 − 3α2 − 4α3) = 0,

根据 α1, α2, α3 的线性无关性，我们可知

k1 + k2 + k3 = 0,

k1 + 9k2 − 3k3 = 0,

k1 + 16k2 − 4k3 = 0.

该线性方程组的系数矩阵为 Vandermonde 行列式，值为 20，所以该线
性方程组只有零解。因此，α1 +α2 +α3, α1 +9α2 +16α3, α1 − 3α2 − 4α3

线性无关。更多地，因为这三个向量是 α1, α2, α3 的线性组合，所以仍

是 AX = 0 的解，所以 α1 +α2 +α3, α1 +9α2 +16α3, α1 − 3α2 − 4α3 构

成 AX = 0 的基础解系。

5. 设 A是三阶方阵，三维列向量 α,Aα,A2α线性无关，且 A3α = 3Aα−2A2α。

(a) 试求出 A 的所有特征值；

(b) 证明：矩阵 B = [α,A2α,A4α] 可逆。

解：

(a) 因为

A[α,Aα,A2α] = [α,Aα,A2α]

 0 0 0

1 0 3

0 1 −2

 ,

且矩阵 [α,Aα,A2α] 可逆，所以 A 相似于矩阵

 0 0 0

1 0 3

0 1 −2

。因此这
两个矩阵有相同的特征值。因为

det(λI − A) = det

 λ 0 0

−1 λ −3

0 −1 λ+ 2

 = λ(λ+ 3)(λ− 1),

所以 A 的特征值为 0, 1,−3。

3这里要说明两件事：第一是线性无关，第二是这些向量需要是解！
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(b) 证明矩阵 B = [α,A2α,A4α] 可逆，即证明 B 的列向量 α,A2α,A4α 线

性无关。假设 k1α + k2A
2α + k3A

4α = 0, 此时代入 A4α = A(A3α) =

A(3Aα− 2A2α) = 3A2α− 2(3Aα− 2A2α) = 7A2α− 6Aα，我们有

k1α− 6k3Aα + (k2 + 7k3)A
2α = 0.

由于 α,Aα,A2α 线性无关，所以我们有 k1 = k2 = k3 = 0，所以 B 可

逆。
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